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ORGANIZATORZY KONKURSU .
Liceum Ogoélnoksztatcace Nr XIV im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu ,HONQROWY PATR,O“_IAT'
Dolnoslaskie Stowarzyszenie Na Rzecz Uzdolnionych Dolnoslaski Kurator Oswiaty
al. Briicknera 10, 51 - 410 WROCLAW, Wiceprezydent Miasta Wroctawia

tel. + 48 71 324 69 25, + 48 71 324 69 00, fax. + 48 71 324 69 01

KONKURS LIGA NAUKOWA

Dolnoslaski Konkurs Gimnazjalistéw o Puchar Prezydenta Wroctawia

FINAL MATEMATYCZNY

rozwigzania zadan

20 lutego 2007, godz. 13:00,
czes¢ konkursu rozgrywana w siedzibie Liceum Ogoélnoksztatcacego Nr XIV im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu

Il zadania otwarte

IMIONA | NAZWISKA CZLONKOW DRUZYNY (czterech), na pierwszym miejscu Kapitan Druzyny:

IMIE | NAZWISKO OPIEKUNA DRUZYNY (NAUCZYCIEI): -.....eieieiiiiiee ittt ettt e et e et e et a e e eaee e e e e e e enseeeanseaeeeneeeanneeen
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Czas przeznaczony na rozwigzanie zadan: 60 minut od zakonczenia czynnosci organizacyjnych.
Rozwigzania muszg by¢ wzorowo zredagowane. Redakcja rozwigzan podlega ocenie.
Nie wolno korzystac z zewnetrznych zrodet wiedzy, kalkulatorow.

Druzyna otrzymuje dwa komplety materiatow.

Po zakonczeniu konkursu jeden z kompletéw jest zwracany do oceny a drugi druzyna zostawia sobie na pamiatke ©.
Za kazde zadanie mozna zdoby¢ 10 punktéw. Razem do zdobycia jest zatem 60 punktow.

Niniejszy arkusz zawiera 8 stron (prosze sprawdzi¢, czy wszystkie strony zostaty prawidtowo skopiowane).

PUNKTACJA (wypetnia recenzent)
1 2 3 4 5 6 )

Zyczymy Wam dobrej zabawy i sukceséw w konkursie Liga Naukowa.

www.liganaukowa.pl
POWODZENIA'!
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ZADANIE 1 (na dobry poczatek)
Znajdz taki tréjkat, zeby kazdy jego bok miat diugos¢ catkowitg oraz dtugos¢ promienia opisanego na nim okregu
tez byta liczbg catkowita. Uzasadnij, dlaczego wskazany przez ciebie trojkat spetnia warunki zadania.

ROZWIAZANIE:

] Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym ma dtugos¢ réwng potowie dtugosci jego

] przeciwprostokatne;j.

Woystarczy wiec znalez¢ tréjkat prostokatny o catkowitych dtugosciach bokéw i przeciwprostokatnej majaca

dtugos¢ parzysta.

Przyktadem takiego trojkata jest trojkat o bokach dtugosci 6, 8, 10.

ODPOWIEDZ:

MIEJSCE NA BRUDNOPIS
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ZADANIE 2

Znajdz wszystkie naturalne dwucyfrowe liczby n dla ktérych prawdziwe jest nastepujace zdanie:
"Kwadrat mozna rozcigé na doktadnie n kwadratow". Odpowiedz uzasadnij.

ROZWIAZANIE:

Zauwazmy, ze jezeli kwadrat mozna podzieli¢ na n kwadratéw, to mozna go rowniez podzieli¢ na n + 3 kwadraty
(wystarczy w tym celu jeden z kwadratéw rozcig¢ na 4 mniejsze kwadraty).

Wobec tego poniewaz mozna rozcig¢ kwadrat na 1 kwadrat, to mozna go tez rozciaé na 4,7, 10, ... kwadratow
(kazda liczbe dajaca reszte 1 z dzielenia przez 3).

Skoro kwadrat mozna rozcia¢ na 6 kwadratéw (jeden kwadrat o boku 2 i pie¢ kwadracikow o boku 1), to mozna
go tez rozcig¢ na 9, 12, 15, 18, ... kwadratéw (kazdg liczbe podzielng przez 3 i nie mniejszg niz 6).
Skoro kwadrat mozna rozcigé¢ na 8 kwadratéw (jeden kwadrat o boku 3 i siedem kwadracikéw o boku 1), to
mozna go tez rozcig¢ na 11, 14, 17, ... kwadratéw (kazda liczbe dajacq reszte 2 z dzielenia przez 3 i nie
mniejszg niz 8).

Wobec tego kazda dwucyfrowa liczba naturalna ma szukanag wtasnose¢.

MIEJSCE NA BRUDNOPIS
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ZADANIE 3
Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych, ktérych iloczyn jest o 5 wigkszy od ich sumy.

ROZWIAZANIE:
] Szukamy liczb catkowitych ai b spetniajacych rownanie: ab= (a + b) + 5, ]
] ktére mozna przeksztalci¢ do postaci (a—1)(b—1) = 6. ]
1 Poniewaz 6 mozna przestawi¢ na cztery sposoby w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych: 1
] 6=1:6=2-3=(-1)"(-6) =(-2) - (-3), ]
— wiec réwnanie to spetniajg cztery pary liczb catkowitych: 2i7,3i4,0i-5,-1i-2. —

ODPOWIEDZ:

MIEJSCE NA BRUDNOPIS
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ZADANIE 4

Przekatne dzielg czworokat na cztery trojkaty. Trzy z nich majg pola réwne 2, 3, 6.
Jakie moze by¢ pole czwartego trojkata? Odpowiedz uzasadnij.

ROZWIAZANIE:

Przyjmijmy, ze punkt przeciecia przekatnych dzieli jedng z nich na odcinki dtugosci ai b.
Oznaczmy tez przez ki | odpowiednie wysokosci spuszczone na te przekatng (zaznaczone na rysunku).

Wtedy cztery trojkaty, na ktére przekatne podzielity czworokat, maja pola:
Si=%a-l,Se="2"b-1,Ss="2-b Kk, Ss=Y2ra- k

I Zauwazmy, ze spetniony jest warunek Sy - Sz = Sz - S

— W takim razie jesli przez x oznaczymy szukane pole, to spetniony musi by¢ jeden z warunkéw: 2 - 3 =6 - x
- lub2-6=3-xlub3-6=2"-x.

- Zatem x jest jedng z liczb 1, 4, 9.

- S

MIEJSCE NA BRUDNOPIS
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ZADANIE B
W pétkole wpisano dwa kwadraty (jak na rysunku).

Jesli mniejszy kwadrat ma pole 4, to jakie jest pole wiekszego kwadratu? Odpowiedz uzasadnij.

ROZWIAZANIE:

Oznaczmy dtugos¢ boku wiekszego kwadratu przez 2b,
] za$ promien pétkola przez r.

— . Mniejszy kwadrat ma bok dtugosci 2.
Srodek srednicy potkola oraz srodek boku duzego
kwadratu pokrywajg sie (zaznaczony punkt na rysunku).

Jesli zapiszemy twierdzenie Pitagorasa dla kazdego z
obu trojkatow prostokatnych, to otrzymamy:
— b? + (2b)° = Poraz (b+2)° +2° = F.

— Poréwnujac te dwa réwnania dostaniemy
- b+ (2b)° = (b + 2)% + 2%,

CO po uproszczeniu przyjmie postac
a°—4b+1=9,

] czyli (2b—1)% = 3%,

] skad dostajemy b = 2.

— Zatem wiekszy kwadrat ma
- bok dtugosci 4 i pole rowne 16.

ODPOWIEDZ:

MIEJSCE NA BRUDNOPIS
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ZADANIE 6

O pewnej liczbie naturalnej n wiadomo, ze ma ona doktfadnie 6 dzielnikéw (dodatnich). lle dzielnikéw (dodatnich)
moze mie¢ liczba 2n? Rozwaz wszystkie mozliwe sytuacje. Odpowiedz uzasadnij.

ROZWIAZANIE:

Nietrudno zauwazyé¢, ze jesli liczba n ma nastepujacy rozktad na czynniki pierwsze:
— p e ps o —
gdzie p1, pz, ..., pato rézne liczby pierwsze,
zas a4, dy, ..., Oy to dodatnie liczby naturalne, to liczba jej dzielnikow wyraza sie wzorem:

(o, +)-(ay +D-...-(x, +1) .

W takim razie liczba, ktéra ma doktadnie 6 dzielnikéw jest albo postaci p° (piata potega pewnej liczby pierwszej)
albo p - of, gdzie pi g to rozne liczby pierwsze.

o,

Mamy wiec 5 mozliwych sytuaciji:
1) n=p’ i p jest nieparzysta liczba pierwsza — wtedy 2n = 2p°, wiec 2nma (1 + 1) - (5 + 1)=12 dzielnikow.
2) n=2°—wtedy 2n = 2°, wiec 2n ma 7 dzielnikow.

3) n=p- ¢ i poraz qsa nieparzystymi liczbami pierwszymi — wtedy 2n = 2p - ¢,
wiec2nma (1 +1)-(1+1)-(2+1)=12dzielnikdw.

|| 4)n=2-diqjest nieparzysta liczba pierwsza — wtedy 2n = 2° - ¢, wigc 2nma (2 + 1) - (2 + 1) = 9 dzielnikow. |

|| 5)n=p-2%ipjest nieparzysta liczba pierwsza — wtedy 2n = p - 2°, wiec 2nma (1 + 1) - (3 + 1) = 8 dzielnikow. L

MIEJSCE NA BRUDNOPIS
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Jesli zakonczyliscie analize wszystkich zadan i redakcje rozwigzan przed uptywem czasu mozecie rozwigzac
jeszcze jedno zadanie (nie jest punktowane):

lle byto takich lat w minionym tysiagcleciu, ktérych numer dawat reszte 3 przy dzieleniu przez 7 oraz reszte 8 przy
dzieleniu przez 137

ROZWIAZANIE:

Szukamy takich naturalnych liczb n, kt6re spetniajg nieréwnos¢ 1000 < n < 2000
oraz daja reszte 3 przy dzieleniu przez 7, a reszte 8 przy dzieleniu przez 13.

Zauwazmy, ze liczba m = n + 18 daje reszte 0 zaréwno przy dzieleniu przez 7, jak i przy dzieleniu przez 13.
- W takim razie dzieli sie ona przez 7 i przez 13, czyli dzieli sig¢ przez 7 - 13 = 91. -
- Zadanie sprowadza sie wiec do znalezienia liczby liczb naturalnych m spetniajgcych warunek 1018 < m < 2018. -

_— Poniewaz 11 - 91 = 1001 oraz 22 - 91 = 2002, wiec liczb takich jest doktadnie 11. —

WROCGEL AW

KONKURS
LIGA NAUKOWA

najciekawszy konkurs na Dolnym élqsku
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