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ORGANIZATORZY KONKURSU .
Kuratorium Oswiaty we Wroctawiu i HONOR_OWY PATRONAT'
Liceum Ogélnoksztatcace Nr XIV im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu Wiceprezydent Miasta Wroctawia

Dolnos$laskie Stowarzyszenie Na Rzecz Uzdolnionych
al. Briicknera 10, 51 - 410 WROCLAW,
tel. + 48 71 324 69 25, + 48 71 324 69 00, fax. + 48 71 324 69 01

KONKURS LIGA NAUKOWA

Dolnoslaski Konkurs Gimnazjalistow

FINAL MATEMATYCZNY

KLASYFIKACJA DRUZYNOWA | INDYWIDUALNA

5 marca 2008, godz. 12:30 (indywidualne) 13:00 (druzynowe),
czes¢ konkursu rozgrywana w siedzibie Liceum Ogoélnoksztatcacego Nr XIV im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu

[l rozwiazania zadan indywidualnych i druzynowych

Czas przeznaczony na rozwigzanie zadan: razem 60 minut (30 min. indywidualnie i 30 min. druzynowo).
Za kazde zadanie mozna zdoby¢ 200 punktow. Razem do zdobycia przez druzyne 1200 punktow.

zaDANIE 1 indywidualne (do wyboru)
Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb naturalnych zawsze jest podzielny przez 24.

ROZWIAZANIE:

ROZWIAZANIE: Poniewaz 3 i 8 sg liczbami wzglednie pierwszymi, wiec prawdziwa jest

nastepujaca cecha podzielnosci: ,liczba naturalna dzieli sie przez 24 wtedy i tylko wtedy, gdy

dzieli sie jednoczesnie przez 3 i przez 8”. Musimy wiec wykazac¢ podzielnos¢ iloczynu

czterech kolejnych liczb naturalnych przez 3 i przez 8.

Zauwazmy, ze posréd liczb naturalnych co druga liczba jest parzysta, co trzecia jest

podzielna przez 3, a co czwarta jest podzielna przez 4. W takim razie posréd czterech

kolejnych liczb naturalnych musi by¢ przynajmniej jedna podzielna przez 3, wiec ich iloczyn

bedzie podzielny przez 3.

Podobnie widzimy, ze wsrdd czterech kolejnych liczb naturalnych sa dwie liczby parzyste i

jedna podzielna przez 4 (oczywiscie bedzie to jedna z tych liczb parzystych).

Poniewaz iloczyn liczby parzystej i liczby podzielnej przez 4 jest podzielny przez 8, wiec

iloczyn czterech kolejnych liczb naturalnych musi by¢ podzielny przez 8.

ODPOWIEDZ:
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zADANIE 2 indywidualne (do wyboru)

Autokarem jechato 49 oséb, ktdrych Sredni wiek wynosit doktadnie 43 lata. Gdy z autobusu wysiadt najstarszy
pasazer, sredni wiek spadt do 42 lat. W jakim wieku byt ten pasazer?

ROZWIAZANIE:
e PP PP PP PP PPl
ROZWIAZANIE: Laczny wiek oséb jadacych autobusem pierwotnie wynosit 49 - 43 lata, a po
tym jak z autobusu wysiadt staruszek — 48 - 42 lata. Wiek staruszka to zatem:
49-43 -48-42=49+49-42-48-42 =49 + (49 —-48) - 42 =49 + 42 = 91 lat.
ODPOWIEDZ:

zapANE 3 indywidualne (do wyboru)
Czy istnieje liczba bedaca kwadratem liczby naturalnej, w ktérej zapisie dziesiethym nie ma innych cyfr niz 2 i 37
Odpowiedz uzasadnij.

ROZWIAZANIE:

ROZWIAZANIE: Kazdag liczbe naturalng n mozemy zapisa¢ w postaci 10a + b, gdzie b jest

cyfra jednosci liczby n, zas a jest pewna liczbg naturalng (by¢ moze wieksza niz 9). W takim

razie:

n? = (10a + b)® = 100a° + 20ab + b* = 10(10a + 2b) + b°, czyli liczba n’ ma takg sama cyfre

jednosci co liczba b°. Poniewaz b° jest jedng z liczb 0%, 1%, 2%, 32, ..., 9% wiec po prostych

obliczeniach widzimy, Ze jej cyfrg jednosci jest 0, 1, 4, 5, 6 lub 9. Zatem kwadrat liczby

naturalnej nie moze miec cyfry jednosci ani 2 ani 3, co daje negatywng odpowiedz na pytanie

zawarte w tresci zadania.
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zADANIE 4 indywidualne (do wyboru)
Udowodnij, ze wsréd 12 kolejnych liczb naturalnych wiekszych od 3 sg co najwyzej cztery liczby pierwsze.

ROZWIAZANIE:

ROZWIAZANIE: Jesli rozwazymy reszty z dzielenia przez 12 dwunastu kolejnych liczb

naturalnych, to kazda z mozliwych reszt: 0, 1, 2, 3, ..., 11 wystgpi doktadnie raz. Poniewaz

wszystkie nasze liczby sg wieksze niz 3, wiec te z nich ktore sg podzielne przez 2 lub przez 3

sg liczbami ztozonymi. W takim razie te liczby, ktére daja reszte 0, 2, 4, 6, 8 lub 10 sg zlozone

(dzielg sie przez 2) i te, ktdre dajq reszte 3 lub 9 sg zlozone (dzielg sie przez 3). Zatem co

najwyzej cztery pozostate liczby sg pierwsze.

zaDANEE 1 druzynowe

Trzy przystajace okregi o promieniu diugosci 1 sg parami styczne zewnetrznie. Jakg diugos¢ moze mie¢ promien
czwartego okregu, stycznego zewnetrznie do kazdego z tych trzech?

ROZWIAZANIE:

ROZWIAZANIE: Srodki tych trzech okregdw sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego o

boku dtugosci 2, zas srodek czwartego okregu jest srodkiem okregu opisanego na tym

tréjkacie (bo jest rowno oddalony od wierzchotkow trojkata — odlegtosc¢ ta wynosi

doktadnie 1 + r, gdzie rto promieh czwartego okregu). Poniewaz wiemy, ze wysokosc¢

tréjkata rownobocznego o boku 2 ma dtugos¢ ﬁ a promien okregu opisanego na

tréjkacie rownobocznym to £ wysokosci, wigc dostajemy rownanie:

1+r=243,czyli r=2+3-1.
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ZADANE 2 druzynowe
W kwadracie ABCD o boku dtugosci 6 cm punkt R jest Srodkiem boku AB. Jakie jest pole trojkata APR?

ROZWIAZANIE:

ROZWIAZANIE: Oznaczmy pole czarnego tréjkata przez x. Z

twierdzenia Talesa PR : PD = AR : CD = 1 : 2, wiec pole tréjkata

APD jest rowne 2x (tréjkaty APR i APD majg wspdlng wysokos¢

i podstawy majace stosunek 1 : 2). Ponadto tréjkaty PDCi APR

sg podobne w skali 2, wiec pole trojkata PDC jest rowne 4x. W p

takim razie pole tréjkata ACD jest rébwne 2x+4x=6x i jest to

potowa pola kwadratu, czyli 18 cm?. A R B

Wobec tego pole x jest rowne 3 cm®.

ODPOWIEDZ:

Jesli zakonczyliscie analize wszystkich zadan i redakcje rozwigzan przed uptywem czasu mozecie rozwigzac
jeszcze jedno zadanie (nie jest punktowane):

Czy z kwadratu o boku dtugosci 1 cm mozna wycig¢ 2006 két, dla ktérych suma diugosci promieni jest réwna 2006
cm? Odpowiedz uzasadnij.

ROZWIAZANIE:

ROZWIAZANIE: Kwadrat o boku dtugosci 1 cm mozna rozcigé na 100 000 000 kwadracikow

o boku 0,0001 cm kazdy. Z kazdego takiego kwadracika mozna wycig¢ koto o promieniu

dtugosci 0,00005 cm. Lgczna suma promieni wycietych két bedzie wtedy réwna 5 000 cm.

Sposréd wycietych w ten sposdb kotek mozemy wybrac tyle, zeby suma ich promieni byta

réwna doktadnie 2006 cm.
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